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Resumo

Neste artigo é apresentado uma generalizagdo, via a¢do de grupos, dos Cédi-
gos Corretores de Erros para o Canal Aditivo Bindrio T - Usuérios, obtidos
em [5]. Também ¢ determinado um limite superior para o nimero de cédigos
equivalentes ao c6digo determinado por uma matriz diferenga A bem como para
o estabilizador G 4, onde G é um grupo finito.

1 Introducao

Codigos para o Canal Aditivo Bindrio de Multiplo Acesso com dois usudrios (2-
BAC) na auséncia de ruidos foram estudados por Tadao Kasami e Shu Lin [2] e [3].
Em [1] Chang e Weldon apresentam uma classe de cédigos denominados de Cédigos
Univocamente Decodificdveis para o Canal de Multiplo Acesso T-Usudrios. Em [4]
Fergunson generaliza os cédigos de Chang e Weldon via acao de grupos e obtem classes
de c6digos equivalentes univocamenrte decodificdveis. Wilson [7] generaliza os cédigos
de Chang e Weldon através do produto de Kronecker e obtem uma classe de cédi-
gos corretores de erro para o Canal Aditivo Bindrio T-Usuérios. Mais recentemente
Valdemar [12] apresentou uma classe de cédigos para o canal 2-BAC denominados de
Cédigos Fortemente Ortogonais Balanceados e verificou que estes cédigos possuem a
mais alta taxa de transmissao atingivel com a construgao linear.

O principal objetivo deste trabalho é generalizar os cédigos obtidos em [5] via a
nocao de acgao de grupos. O sistema de comunicagao considerado é o Canal de Muiltiplo
Acesso T-Usudrios onde T fontes estatisticamente independentes transmitem dados
para T destinatdrios sobre um canal comum sem memoria, veja figura 1. A cada um
dos T usuédrios é dado um cédigo constituinte C; consistindo de dois vetores bindrios
X; e Y; conforme [1] de comprimento N. Um vetor Z; ¢ escolhido e transmitido por
cada usudrio. Se o canal é sem ruido o vetor recebido é o vetor Z = Z1+Zo+-- -+ Zp,
onde o sinal + indica a adi¢ao de vetores.
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Figura 1: Sistema de Comunicacao Multiplo Acesso

2 Resultados Basicos

Nesta segdo apresento alguns resultados bédsicos sobre Grupos e A¢dao de Grupos
que serao necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho. O leitor interessado em
mais detalhes pode consultar [11].

Definigao 1 Seja G um grupo e X um conjunto ndo vazio qualquer, uma agao a
esquerda do grupo G em X ¢é uma fung¢io x : G X X — X, com x(a,z) = a * z,
satisfazendo as sequintes condicoes:

1. a* (bxz) = (ab) x x, para todos a,b € G e x € X;
2. eq *xx = x, para todo = € X, onde eg denota o elemento identidade de G.

Se G é um grupo finido com |G| = n dizemos que n é o grau da a¢io de G em X
ou que X é um G-conjunto de grau n. Analogamente define-se uma agao a direita de
G em X.

Sejam X e Y dois G-conjuntos nao vazios. Uma funcao ¢ : X — Y é um G-
homomorfismo se

pgz) =gp(z),V g€G e z€X.

Um G-homomorfismo ¢ : X — Y é um G-isomorfismo se ¢ € bijetora. Neste caso
dizemos que X e Y sao G-isomorfos e escrevemos X ~ Y.

Proposigao 1 Seja X um G-conjunto nao vazio transitivo. Entdo

G
X~—V e X
G,

em que Gy ={a € G : ax = x} é o estabilizador de x.

Coroldrio 1 Seja X um G-grupo nao vazio. Entdo

O(m)zGﬁ,V reX

em que O (x) é a orbita do elemento x.
Basta observar que G age transitivamente sobre O(z).

Coroldrio 2 Seja X um G-grupo nao vazio. Entdo

0 ()] =[G : Ga].



3 Cddigos para o Canal T- Usudrio

Um cédigo para o canal T-usudrios é uma T-upla (Cy,...,Cr) onde cada Cj,
denominado de cddigo constituinte, é formado por duas palavras cédigos

e X;, Y; sao vetores cédigos bindrias de comprimento N.
Sejam (C1,...,Cr) um cédigo T-usudrios e

Z:(Zl,...,ZN):ZZi

onde z; € {0,1,...,T} e Z; é um vetor cédigo do i-ésimo cédigo constituinte Cj.
A L-distancia entre os vetores Z e Z', Z # Z' é definida como sendo

N
dp(2,2') =) |z —#l| = |12~ Z'||.
i=1

A L-distancia minima dyi, do cédigo T-usudrios ¢ o menor valor de dy, (Z,Z')
para todos Z # Z/.

Um c6digo T-usudrios é §-decodificdvel se, e somente se, dy, (Z,Z’) > § para todos
Z+7Z.

Uma matriz diferenca € uma matriz com entradas no corpo F3. Desta forma, se
(C1,...,Cr) &€ um cédigo bindrio T-usudrios de comprimento N entdo o vetor

di=X,-Y
é claramente um vetor diferenga. Desta forma temos que a matriz
t
D =[dy,...,dr]

onde o simbolo ¢t denota a matriz transposta é a matriz diferenca T' x N do cédigo
T-usudrios (Cq,...,Cr).

De [1] temos que um cddigo T-usudrios é univocamente decodificdvel se, e so-
mente se, os vetores linhas da matriz diferenca associada ao cédigo T-usuérios forem
linearmente independentes sobre F3.

Reciprocamente, dada uma matriz diferenca Dy n tal que os vetores linhas sejam
linearmente independentes sobre F3 entao é possivel construir um cédigo T-usudrios
univocamente decodificivel (C1,...,Cr).

Dada a matriz diferenca

1 1
p=[1 o]

0 c6digo 2-usudrios univocamente decodificdvel associado a matriz D, é de acordo
com [1] formado pelos seguintes c6digos constituintes:

C1 = {(171)7(070)}
C? = {(170)3(071)}

A seguinte proposigdo pode ser conferida em [1].



Proposigao 2 Para todo inteiro k > 1 a matriz diferenca

Di1 Dy
Dy =| Dy1 —Di
Iy 4 Og—1

define um cédigo univocamente decodificdvel (k+2)2F~'-usudrios de comprimento 2%,

onde I,_1 e 0p_1 sdo, respectivamente, a matriz identidade e a matriz nula de ordem
2k—1,

Agora, sejam D((Jk) =Dy e
1 1
p=1 ]
entdo o produto tensorial, ver [6], € uma matriz diferenga
k k
¥ = p™  H

que define um cédigo (k + 2) .28~ 1+i_usudrios de comprimento N = 2¥*% e distancia
minima dyi, = 2°.

Exemplo 3.1 Para k=1 =1, o produto tensorial

1 1 1 1
1 -1 1 -1

. 1 0 1 0
DY =DloH = L1 1
1 -1 -1 1

1 0 -1 0

define um cddigo 6-usudrios de comprimento N =4 e dyin = 2.

4 (Cébdigos via Agao de Grupos

Uma matriz de permutagao generalizada de ordem n é uma matriz P, x, em que
cada linha e cada coluna possui um tnico elemento nao nulo que pode ser 1 e —1. O
conjunto das matrizes de permutacoes generalizadas de ordem n formam um grupo
multiplicativo finito de ordem n!2". O leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [5].

Agora de [5] temos que se Dy é uma matriz diferenca de ordem 2x Ny que define um
c6digo 2-usudrios J-decodificdvel de comprimento Ny e se H é a matriz de Hadamard
de ordem ¢, entao o produto de Kronecker H ® Dy é uma matriz diferenga de ordem
2q X qNg e define um cédigo 2g-usudrios de comprimento gNy e distdncia minima,
Amin = q(S

Exemplo 4.1 Sejam Dy a matriz diferenca de ordem 2 x 4 dada por

-1 -1 -1 -1

Do=1_1 1 1 1



e Hy a matriz de Hadamard de ordem 2. Entdao o produto de Kronecker

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1 -1 -1

Hy ® Dy =

¢ uma matriz diferenca de ordem 4 x 8 e define um cédigo 4-usudrios de comprimento
8 e distdncia minima, dyi, = 8.

Agora, sejam G7 e Gy os grupos das matrizes de permutagoes generalizadas de
ordem 2¢ e gNy, respectivamente. Sejam G o grupo finito

G=G1XG2:{(P,Q)IP€G1 e QEGQ}
e S o conjunto das matrizes diferengas de ordem 2q x Nygq
S={A=H;®Dp:q=2 ou ¢g=0mod4}

em que Dy é uma matriz diferenca de ordem 2 x Ny, com Ny > 2.
Vamos definir a acao do grupo G em S por

* : GxS — S
(P,Q,A) +— PAQ -

Qualquer matriz A,,x, com entradas em um corpo F, pode ser reduzida, através
de um mimero finito de operagoes elementares sobre as linhas e colunas de A, a uma
tnica matriz m x n da forma

I, 0
50

em que I é a matriz identidade de ordem k e k = posto(A) < min{m,n}. Desde
que operacoes elementares de linhas e colunas consiste em multiplicar a matriz A a
esquerda e & direita por convenientes matrizes invertiveis, confira [10], entdo existem
matrizes P € G e @ € G tais que

PAQ:[IS 8}

Entao, é ficil ver que o nimero de classes de equivaléncias é menor ou igual a k =
posto (A) = min {m,n}. Assim, temos que
|O (A)| = posto(A) < min{m,n}.

Isto é, o nimero de matrizes equivalentes a A é menor ou igual ao min {m,n}. Por
outro lado, pelo colordrio 2, temos que

|Gal < k|G|

1
O seguinte exemplo ilustra este resultado.

em que k =



Exemplo 4.2 Considere a matriz
A= Hy® Dy

do exemplo 4.1 e sejam Gy e Go 0s grupos multiplicativos de matrizes de permutagoes
generalizadas de ordem 4 e 8, respectivamente. Entao a matriz A é equivalente a uma
matriz da forma

100 0 0 0 O0 O
0100 0O0O0O
001 00O0O0O0
00010000

Desta forma temos que o nimero de matrizes equivalentes a A é igual ao posto (A) =
4, isto é, existem 4 cddigos 4-usudrios de comprimento 8 equivalentes ao cddigo 4-
usudrios definido pela matriz A.

5 Conclusoes

Neste trabalho apresento uma classe de cédigos equivalentes, por acao de grupos,
para o Canal Aditivo Bindrio T-usudrios bem como limitante superior para o nimero
de cédigos equivalentes via essa acdo e para o estabilizador G 4, onde A é uma matriz
diferenca e G é um grupo finito.
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